
第四、五次课 行列式的计算
教学目标要求：掌握用定义、性质、展开定理、“化三角形法”，“递推降阶法”，“数学

归纳法”等计算行列式的技巧。

教学内容： n阶行列式的计算

教学重点与难点：高阶字母行列式的计算．

复习：行列式的性质，行列式的展开定理

一、用行列式的定义计算

例 1：证明一个 n阶行列式，如果等于零的元素的个数大于 n2-n，则行列式为零。

证 因为行列式的一般项为
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)()1(  即每一项都是由 n 个取自不同

行不同列的数的积。而 n阶行列式D中，不为零的数的个数小于 n2-(n2-n)=n个，从而阶行

列式 D的每一项都是零，即它的值为零。

例 2： 证明 n个数 1，2，…n的所有全排列中奇偶排列各占一半。

证明:考虑行列式
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中共有 n!项.正负各半.

二、直接利用行列式的性质计算

例 3 计算行列式

9873
5442
3211
1111

[分析]：计算数字行列式一般有两个方法，其一是“主元素消元法”，即利用行列式的

性质化其为三角形行列式。

解： 4
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例 4：计算行列式



4203
0524
2302
4325




[分析]：方法之二是“造零降阶法”，即利用按行或列展开进行降阶。

解：
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例 5 计算行列式
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解:当 n=1时 D1=a1+b1
当 n=2时 D2=(a1-a2)(b2-b1)
当 n≥3时 Dn=0

(将第 1 行乘以-1加到第 2…n行,或分成两个行列式)
例 6 计算行列式
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5132
3221
3211

x

x
D






(注意确定系数可以直接定 x2 的系数为 -3,也可以令 x2=0,计算得 D4=-12,从而

D4=-3(x-1)(x=1)(x-2)(x+2)本题的解法称为析因子法,先利用行列式的性质找出全部因子,然后

确定最高次项的系数.
例 7 计算行列式
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bbbb
aaaa

D =？。

[分析]：将行列式 D看作 a的多项式，按第一行展开可知 D是 a的至多二次多项式。当

b,c,d有两个相等时,行列式为零。不妨设 b,c,d互不相等，显然 b,c,d为此多项式的三个根，

矛盾。所以 D=0。



三、化为三角行列式

(1)箭形行列式

例 8：计算
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解：
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例 9 计算行列式
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(3) 行(列)和相等的行列式

例 10

xaa
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(4)其它类型

例 11 计算行列式 ijn aD  ,其中 }1,max{  iniaij
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四、展开定理(降阶法)
例 12 计算行列式

)170(

01122
10321
01132
22113
13211
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
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例 13 计算行列式
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解 按第一行展开，有
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以此作递推公式，即可得
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五、升阶法

例 14 计算行列式
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注意 x=0时行列式为零。

解 当 x=0时，行列式为零。

当 x≠0时，将 Dn添加一行及一列，构成 n+1阶行列式，使其值不变。
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六、 利用已知行列式

例 15 计算行列式

baaccb
cba
cba

D
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解

cbacbacba
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例 16：计算
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[分析]：D与范德蒙行列式类似，但缺行(a1,a2,a3)，构造行列式
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则 D即是的一次项系数的相反数。

解：
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=(a1-x)(a2-x)(a3-x)(a2-a1)(a3-a2)(a3-a1)
x的系数为-(a1a2+a2a3+a3a1)(a2-a1)(a3-a2)(a3-a1)
则 D=(a1a2+a2a3+a3a1)(a2-a1)(a3-a2)(a3-a1)。
例 17 计算行列式

4321

4321
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2cos2cos2cos2cos
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

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解 由  cos3cos43cos,1cos22cos 32  利用范德蒙行列式即可获解，

结果为
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七、数学归纳法

例 18 证明范德蒙(van der monde)行列式
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其中记号“  ”表示全体同类因子的乘积。

证明 用数学归纳法。因为
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所以当 n=2时（17）式成立。现在假设（17）式对 n-1 阶范德蒙行列式成立，下证对 n
阶范德蒙行列式成立。

将 n阶范德蒙行列式从 n行开始，后一行减去前行的 x1倍，有
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按第一列展开，并把每列的公因子(xj-x1)提出，就有

22
3

2
2

32
11312

111

)())((





n
n

nn

n
nn

xxx

xxx
xxxxxxD













nji

ijn xxxxxxxx
2

11312 )()())(( 





nji

ij xx
1

)(

八、递推法

例 19： 计算行列式
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abba
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解 按第一行展开，有

Dn=(a+b)Dn-1-abDn-2 （18）
这就是我们要找的递推关系式。当 n>3时，把（18）式改写为

Dn-aDn-1=b(Dn-1-aDn-2)
进而 Dn-aDn-1=b(Dn-1-aDn-2)=b2(Dn-2-aDn-3)=…= D2-aD1

而 D1=a+b， abba
ba

abba
D 




 2
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1

代入上式，得 Dn-aDn-1=bn （19）
由（18）式又可得 Dn-bDn-1=an （20）
由（19）、（20）解得

(a-b)=an+1-bn+1

当 a≠b时，
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baD
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
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当 a=b时，（18）式化为 Dn=aDn-1-an，连续运用这个递推公式，得 Dn=an-1D1+(n-1)an。

九、代数余子式的计算

例 20 设

2341
2314
1342
4321

D

（1）求 A11+A21+A31+A41．（2）求M11+M21+M31+M41

（1） 解法 1 因为 0

2341
2311
1341
4321

1 D

D1与 D的第 1列元素的代数余子式相同

所以将 D1按第 1列展开可得 A11+A21+A31+A41=0．
解法 2 因为 D 的第 3 列元素与 D 的第 1 列元素的代数余子式相乘求和为 0,即

3A11+3A21+3A31+3A41=0
所以 A11+A21+A31+A41=0

（2）M11+M21+M31+M41= A11-A21+A31-A41

2341
2311
1341
4321
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
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
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十、综合例题

例 21 计算行列式
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解 由于行列式的每一行都是由 1,2,…,n构成，可先将该行列式的第二列到第 n 列加到

第一列，然后提取公因子，即得
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将所得 n阶行列式从 n行开始，后一行减去前行的 1倍，得
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按第一列展开，得
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所得 n-1 阶行列式的每一行都由 n-2 个 1和一个 n-1 构成，可先将其第二列到第 n-1 列加到

第一列，这样可使第一列元素全部为-1，再将第一列的 1倍分别加到第二到第 n-1 列，即得
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本节给出了行列式的几种常用的计算方法；但在实际计算中可将这些方法综合运用，希望读

者仔细体会。当然行列式的计算除了这些方法外，还有许多其它方法，如分离线性因子法、

利用行列式的乘法法则等，读者可自学和研究。

作业：P100-101 17（2）（4），18（2）（4）

作业：P100-101 18（3）（5），补充


	例20 设
	（1）求A11+A21+A31+A41．（2）求M11+M21+M31+M41
	  （1） 解法1  因为
	         D1与D的第1列元素的代数余子式相同
	           所以将D1按第1列展开可得A11+A21+A31+A41=0．
	   解法2  因为D的第3列元素与D的第1列元素的代数余子式相乘求和为0,即    3A11+3A
	         所以      A11+A21+A31

