
线性变换与矩阵的对应关系

比较维度 线性变换 矩阵 对应关系

基本定义 设 V是数域 P上的线性空间，

称σ是 V到自身的线性变换，

若σ(α+β)=σ(α)+σ(β)，

σ(kα)=kσ(α)，∀α,β∈V，

k∈P"

由数域 P 中的元素排

成的矩形阵列

在 n维线性空间 V中取定一组基 n ,,, 21  ，

线性变换σ满足

.,,2,1,)( 2211 niaaa nniiii    ，则矩阵

A=(aij)n×n是σ在该基下的矩阵，且在给定基

下二者一一对应。

若α在基 n ,,, 21  下的坐标为 X，则σ(α)基

n ,,, 21  下的坐标为 AX.

运算 加法：(σ+τ)(α)=σ(α)+τ

(α) 数乘：(kσ)(α)=kσ(α)

乘法：(στ)(α)=σ(τ(α))

加法 :(A+B)ij=Aij+Bij

​ 数乘 :(kA)ij=kAij

​

乘法：(AB)ij=∑k=1n

若σ，τ在同一组基下矩阵分别为 A，B，

则σ+τ对应 A+B;kσ对应 kA，στ对应

AB;

若（α1,α2 ```αn）=( n ,,, 21  )P，P可逆。σ



​ Aik ​ Bkj ​ 在 n ,,, 21  下的矩阵为 A，在α1,α2 ```αn下的

矩阵为 B，

则 B=P−1AP.

可逆性 存在线性变换τ，使得στ=τ

σ=ϵ（ϵ为恒等变换），则σ可

逆

存在矩阵 B，使得

AB=BA=E（E为单位

矩阵），则 A可逆

σ可逆当且仅当它在基 n ,,, 21  下的矩阵

A可逆，且若σ可逆，σ−1在在基 n ,,, 21 

下的矩阵为 A−1。

特征值与特征

向量

若存在非零向量α∈V 和数λ

∈P，使得σ(α)=λα，则λ是

σ的特征值，α是属于λ的特

征向量

若存在非零向量 X和

数λ，使得 AX=λX，

则λ是 A的特征值，X

是属于λ的特征向量

σ的特征值与它在某组基下矩阵 A的特征

值相同。σ的对应特征值λ的特征向量β在

该基下的坐标 X=(x1,x2,···，xn)T是矩阵 A特

征值λ的特征向量。反之，矩阵 A对应于λ

的 特 征 向 量 X=(x1,x2,··· ， xn)T ，

β=( n ,,, 21  )X=x1ε1+x2ε2+···+xnεn是线性变

换σ对应特征值λ的特征向量。



对角化 若存在 V的一组基α1,α2 ```αn​ 使

得σ在该基下的矩阵为对角矩

阵Λ，则称线性变换σ可对角

化.

​ 若存在可逆矩阵 P，

使得 P−1AP=Λ，Λ为

对角矩阵.

可对角化的充要条件是σ(或矩阵 A)有 n 个

线性无关的特征向量。若线性变换σ在基

α1,α2 ```αn下的矩阵Λ为对角矩阵，（α1,α2 ```αn）

=( n ,,, 21  )P，则 P−1AP=Λ，A可对角化。

若σ在基 n ,,, 21  下的矩阵 A，A可对角化，

P−1AP=Λ. 令（α1,α2 ```αn）=( n ,,, 21  )P，

则α1,α2 ```αn是一组基且σ在基α1,α2 ```αn下的

矩阵为Λ，σ可对角化.

值域与核 值域 Im(σ )={σ(α)∣α∈V}

核 Ker(σ)={α∈V∣σ(α)=0}

若σ在基 n ,,, 21  下的矩阵为 A，则值域

Im(σ)=

L(σ(ε1),···，σ(εn)),其维数等于矩阵 A的秩；

Ker(σ)等于特征值 0的特征子空间，其维数

等于 n-秩(A).



不变子空间 若W是 V的子空间，且∀α∈

W，有σ(α)∈W，则W是σ的

不变子空间

设 W是σ的不变子空间，在 V中选取一组

基，使得前 m个向量是W的基，则σ在这

组基下的矩阵 A为准上三角矩阵 
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其中 A11是σ|W（σ在W上的限制）在W的

基下的矩阵.

Jordan标准形 设σ是复线性空间 V上的线性

变换，σ的特征多项式为 )(f ，

sr
s

rrf )()()()( 21
21   

则V 可分解成不变子空间的直和
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对任意的 n阶复矩阵

A，存在可逆矩阵 P，

使得

P−1AP=J为 Jordan 形

矩阵.

设σ是复线性空间 V上的线性变换，σ在基

n ,,, 21  下的矩阵为 A，则存在 V的一组

基α1,α2 ```αn，（α1,α2 ```αn）=( n ,,, 21  )P，使

得σ在该基下的矩阵为 P−1AP=J为 Jordan

形矩阵.

正交变换 正交变换：设σ是欧氏空间 V 方阵 A 称为正交矩 V中取定一组标准正交基 n ,,, 21  ，若正交



上 的 线 性 变 换 ， 若

.,),,())(),(( V  则

称σ是 V上的正交变换。

阵，若即 ATA=E。

A 为正交矩阵当且仅

当 A-1=AT;当且仅当 A

的行(列)向量组是 Rn

的一组标准正交基。

变换σ满足

.,,2,1,)( 2211 niaaa nniiii    ，则矩阵

A=(aij)n×n是σ在该基下的矩阵且 A是正交矩

阵。σ是第一(二)类当且仅当|A|=1(-1).

对称变换 对称变换：设σ是欧氏空间 V

上 的 线 性 变 换 ， 若

.,)),(,()),(( V  则

称σ是 V上的对称变换。

方阵 A 称为对称矩

阵，若即 AT=A。

对称矩阵的特征值是

实数，其对应不同特

征值的特征向量正

交，对称矩阵可以对

角化

V中取定一组标准正交基 n ,,, 21  ，若对称

变换σ满足

.,,2,1,)( 2211 niaaa nniiii    ，则矩阵

A=(aij)n×n是σ在该基下的矩阵且 A是对称矩

阵。

由线性变换特征值特征向量的定义及标准

正交基的性质知：对称变换的特征值是实

数；其对应不同特征值的特征向量正交；对



称变换可以对角化。

注：1. 正交变换σ在标准正交基下的矩阵是正交矩阵 A，且当|A|=1时，σ是第一类正交变换，当|A|=-1时，σ是

第二类正交变换。2. 对称变换在标准正交基下的矩阵是对称矩阵.


