
欧几里得空间计算与证明策略讲义

欧几里得空间：计算与证明策略讲义

主线：内积结构→标准正交基→正交变换→正交分解→实对称矩阵正交对角化

本章统一思想

欧几里得空间比一般线性空间多了“内积”，因此可谈长度、夹角、正交、投影。解决问题时，应

尽量把任意基换成标准正交基。

一旦选定标准正交基：向量内积变成坐标的点积；正交变换变成正交矩阵；子空间正交补变成齐

次方程组；实对称算子的研究变成实对称矩阵的正交对角化。

核心策略：抽象对象→标准正交坐标→矩阵/方程组→已知算法→回译为空间结论。

一、本章知识之间的结构关系

对象 坐标化后的具体问题 主要工具

标准正交基 把一般基正交化、单位化 Gram-Schmidt正交化

正交变换 标准正交基下矩阵 Q满足 QᵀQ=I 正交矩阵、行列式、特征值

W的正交补 求满足 (x,w)=0的所有 x 齐次方程组、秩-零度

实对称变换/矩阵 求 QᵀAQ=D 对称矩阵正交对角化定理、特征子空间正交性

二次型 xᵀAx在正交替换 x=Qy下化为 yᵀDy 特征值符号判断类型

1.标准正交基的性质与施密特正交化策略

1.1标准正交基的核心性质

设 V是 n维欧几里得空间，{e₁,…,eₙ}为标准正交基，即 (eᵢ,eⱼ)=δᵢⱼ。它的优势在于把内积结构完全

“坐标化”。

 若 α=x₁e₁+⋯ +xₙeₙ，则 xᵢ=(α,eᵢ)。因此坐标无需解线性方程组，直接做内积即可。

 若 α、β的坐标分别为 x、y，则 (α,β)=xᵀy，‖α‖²=xᵀx。
 不同标准正交基之间的过渡矩阵必为正交矩阵。

 在标准正交基下，线性变换保持内积当且仅当其矩阵为正交矩阵。
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施密特正交化：四步算法

输入：线性无关组 α₁,…,αₖ；输出：张成同一子空间的标准正交组 e₁,…,eₖ。

第 1步 正交化：β₁=α₁；β₂=α₂−proj_{β₁}α₂；一般地 βₖ=αₖ−Σ_{j<k} ((αₖ,βⱼ)/(βⱼ,βⱼ))βⱼ。

第 2步 检查：每一步得到的 βᵢ≠0（前提是原向量组线性无关）。

第 3步 单位化：eᵢ=βᵢ/‖βᵢ‖。

第 4步 结论：span{e₁,…,eₖ}=span{α₁,…,αₖ}，且 {eᵢ}为标准正交组；若 k=n，则得到 V的标准正

交基。

例 1 在 R³中由给定基构造标准正交基

设 α₁=(1,1,0)ᵀ，α₂=(1,0,1)ᵀ，α₃=(0,1,1)ᵀ。求由此基经施密特正交化得到的一组标准正交基。

β₁=α₁=(1,1,0)ᵀ

β₂=α₂−((α₂,β₁)/(β₁,β₁))β₁=(1,0,1)ᵀ−(1/2)(1,1,0)ᵀ=(1/2,−1/2,1)ᵀ

为简化计算，可将 β₂同倍放大为 (1,−1,2)ᵀ。再计算 β₃：

β₃=α₃−((α₃,β₁)/(β₁,β₁))β₁−((α₃,β₂)/(β₂,β₂))β₂

=(0,1,1)ᵀ−(1/2)(1,1,0)ᵀ−(1/6)(1,−1,2)ᵀ=(−2/3,2/3,2/3)ᵀ

可取 β₃=(−1,1,1)ᵀ。单位化得到

e₁=(1/√2)(1,1,0)ᵀ， e₂=(1/√6)(1,−1,2)ᵀ， e₃=(1/√3)(−1,1,1)ᵀ。

策略提示：施密特过程中允许对非零 βᵢ作非零倍数伸缩，这能显著简化分数运算。

例 2 在多项式空间中做施密特正交化

在 P₂(R)上取内积 (f,g)=∫₀¹ f(t)g(t)dt。对 1,t,t²施密特正交化，求一组标准正交基。

β₁=1， ‖β₁‖²=1

β₂=t−(t,1)·1=t−1/2， ‖β₂‖²=1/12

β₃=t²−(t²,1)·1−((t²,β₂)/(β₂,β₂))β₂=t²−t+1/6

计算得 ‖β₃‖²=1/180，因此可取

e₁=1， e₂=√12(t−1/2)， e₃=√180(t²−t+1/6)。

注：施密特正交化不是 Rⁿ的专属算法；只要有内积，就可以在抽象欧几里得空间中执行。

2.正交变换的矩阵计算、分类与证明策略

2.1从正交变换到正交矩阵

线性变换 σ:V→V称为正交变换，是指对任意 α,β∈V都有 (σα,σβ)=(α,β)。选定标准正交基后，设 σ
的矩阵为 Q，则

(Qx)ᵀ(Qy)=xᵀy 对所有 x,y 成立 ⇔ QᵀQ=I。

因此，正交变换与正交矩阵在标准正交基下完全对应。
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正交变换的计算与证明策略

计算矩阵：先取标准正交基 e₁,…,eₙ，求 σ(eⱼ)的坐标并按列排成 Q；再检查 QᵀQ=I。

证明是正交变换：可直接从定义证明保持内积；更常用的是选标准正交基，证明矩阵 Q满足

QᵀQ=I。

证明不是正交变换：找一个向量长度不保持，或证明 QᵀQ≠I即可。

常用结论：Q⁻¹=Qᵀ；|det Q|=1；列向量与行向量均构成 Rⁿ的标准正交基。

2.2分类思路

按行列式可把正交变换分为第一类与第二类。在 R²中，这一分类尤其直观：

 第一类正交变换：det Q=1，保定向。在 R²中就是旋转，可写成 Q=[[cosθ,−sinθ],[sinθ,cosθ]]。
 第二类正交变换：det Q=−1，反定向。在 R²中就是关于过原点某条直线的反射。

在一般 Rⁿ中，实正交矩阵可在另一组标准正交基下化为由二维旋转块 R(θ)与一维块 1、−1组成的

分块对角形。这揭示了高维正交变换由“旋转 +可能的反射”构成。若所选基不是标准正交基，则不能直

接用 QᵀQ=I，而应结合该基的 Gram矩阵 G使用 QᵀGQ=G。

例 3 由变换求矩阵并分类

在 R²标准正交基下，设 σ(x,y)=((x−√3y)/2,(√3x+y)/2)。求 σ的矩阵并分类。

Q=[[1/2,−√3/2],[√3/2,1/2]]， QᵀQ=I， det Q=1。

所以 σ是正交变换，且为逆时针旋转 θ=π/3的旋转变换。

例 4 正交变换的证明：利用标准正交基像

设 σ是欧几里得空间 V上的线性变换，{e₁,…,eₙ}是一组标准正交基。证明：σ为正交变换 ⇔

{σ(e₁),…,σ(eₙ)}仍为标准正交基。

证明策略：

 “⇒”：由保持内积，(σ(eᵢ),σ(eⱼ))=(eᵢ,eⱼ)=δᵢⱼ，故像向量组标准正交。

 “⇐ ”：任取 α=Σxᵢeᵢ，β=Σyᵢeᵢ，则 σα=Σxᵢσ(eᵢ)，σβ=Σyᵢσ(eᵢ)。利用像向量组标准正交，得到

(σα,σβ)=Σxᵢyᵢ=(α,β)。

矩阵化理解：命题等价于“Q的列向量为标准正交组 ⇔ QᵀQ=I”。

3.子空间的正交补与欧几里得空间的正交分解策略

3.1正交补的计算

设W是 V的子空间，定义W⊥={x∈V:(x,w)=0对所有 w∈W}。若W=span{α₁,…,αᵣ}，则只需对生

成元列出正交条件：

x∈W⊥ ⇔ (x,α₁)=⋯=(x,αᵣ)=0。

在 Rⁿ标准内积下，将 αᵢ作为矩阵 A的列，则W⊥=N(Aᵀ)。于是“求正交补”被转化为“解齐次线性方程

组”。证明 V=W⊕W⊥ 时，可用两步：先由 x∈W∩W⊥ 得 (x,x)=0，从而交为 {0}；再由 dim W+dim
W⊥=dim V得到两者之和为整个 V。
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正交补与正交分解：标准流程

求W⊥：先取W的一组基 α₁,…,αᵣ；令未知向量 x；写出 (x,αᵢ)=0；化为齐次方程组；求基础解

系，即为W⊥ 的一组基。

维数检查：dim W + dim W⊥ = dim V。若结果不满足，应回查秩或方程。

正交分解：V=W⊕W⊥。对任意 α，先求其在W上的正交投影 α_W，再令 α_{W⊥}=α−α_W。

若 {e₁,…,eᵣ}是W的标准正交基，则 α_W=Σ(α,eᵢ)eᵢ；这是最简洁的分解公式。

例 5 求子空间的正交补

在 R⁴中，W=span{α₁,α₂}，其中 α₁=(1,1,0,0)ᵀ，α₂=(0,1,1,0)ᵀ。求W⊥
的维数与一组基。

令 x=(x₁,x₂,x₃,x₄)ᵀ。正交条件为

x₁+x₂=0， x₂+x₃=0。

令 x₂=s，x₄=t，则 x=(−s,s,−s,t)ᵀ=s(−1,1,−1,0)ᵀ+t(0,0,0,1)ᵀ。

W⊥=span{(−1,1,−1,0)ᵀ,(0,0,0,1)ᵀ}， dimW⊥=2。

维数核对：dim W=2，dim W⊥=2，二者之和为 4，符合 dim W+dim W⊥=dim R⁴。

例 6 求一个向量相对于W⊕W⊥的正交分解

在 R³中，W=span{(1,1,0)ᵀ,(1,−1,0)ᵀ}，求 α=(2,1,3)ᵀ的正交分解 α=α_W+α_{W⊥}。

先将W的基单位化：e₁=(1/√2)(1,1,0)ᵀ，e₂=(1/√2)(1,−1,0)ᵀ。

α_W=(α,e₁)e₁+(α,e₂)e₂=(2,1,0)ᵀ。

α_{W⊥}=α−α_W=(0,0,3)ᵀ。

所以 α=(2,1,0)ᵀ+(0,0,3)ᵀ，前者属于W，后者属于W⊥。

4.实对称矩阵的正交对角化及其在二次型中的应用

4.1计算策略：特征值→正交特征向量→正交矩阵

实对称矩阵 A的核心优势是谱定理：所有特征值均为实数；不同特征值的特征向量正交；存在正交

矩阵 Q使 QᵀAQ=D为对角矩阵。

实对称矩阵正交对角化：五步算法

第 1步 求特征多项式 det(λI−A)，得到全部实特征值。

第 2步 对每个 λ求特征子空间 V_λ=N(A−λI)，记录其维数与一组基。

第 3步 不同特征值的特征子空间自动正交；若某个特征子空间维数大于 1，只需在该子空间内部

做施密特正交化。

第 4步 将所有特征向量单位化，按列排成正交矩阵 Q；相应特征值按同样顺序排成 D。

第 5步 验证 QᵀQ=I，QᵀAQ=D。列的次序可交换，但必须与 D的对角元同步。
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例 7 实对称矩阵的正交对角化

设 A=[[2,1,0],[1,2,0],[0,0,3]]。求正交矩阵 Q，使 QᵀAQ为对角矩阵，并写出各特征子空间的维数与

基。特征值为 λ=1,3，其中 λ=3的代数重数为 2。

V₁=span{(1,−1,0)ᵀ}，dim V₁=1。

V₃=span{(1,1,0)ᵀ,(0,0,1)ᵀ}，dim V₃=2。

三向量两两正交，单位化得

q₁=(1/√2)(1,−1,0)ᵀ， q₂=(1/√2)(1,1,0)ᵀ， q₃=(0,0,1)ᵀ。

Q=[q₁ q₂ q₃]， QᵀAQ=diag(1,3,3)。

结构提示：对称矩阵出现重特征值时，不必担心“特征向量不足”；谱定理保证每个特征值的几何重数等

于代数重数。

4.2在二次型化标准形与分类中的应用

对实二次型 f(x)=xᵀAx（A=Aᵀ），取正交替换 x=Qy，则

f=xᵀAx=yᵀ(QᵀAQ)y=λ₁y₁²+⋯+λₙyₙ²。

因此，实对称矩阵的特征值就是通过正交变换所得标准形的系数。由特征值的正、负、零个数，可以直

接判断二次型的秩、正负惯性指数以及类型。

二次型类型的特征值判据

类型 特征值条件 标准形特征

正定 所有 λᵢ>0 全为正平方项

负定 所有 λᵢ<0 全为负平方项

半正定 λᵢ≥0，且至少一个 λᵢ=0 无负平方项且退化

半负定 λᵢ≤0，且至少一个 λᵢ=0 无正平方项且退化

不定 既有正特征值又有负特征值 正、负平方项同时出现

例 8 利用正交对角化化二次型为标准形并分类

二次型 f(x₁,x₂,x₃)=2x₁²+2x₂²+3x₃²+2x₁x₂。用正交变换化为标准形，并判断类型。

其矩阵为 A=[[2,1,0],[1,2,0],[0,0,3]]，正是例 7中的对称矩阵。取同样的正交矩阵 Q，令 x=Qy，则

f=y₁²+3y₂²+3y₃²。

三个特征值均为正，因此 f为正定二次型；秩为 3，正惯性指数为 3，负惯性指数为 0。

策略优势：与一般配方法相比，正交替换不仅化为标准形，还保持长度与夹角，因此特别适合需要几何

解释、主轴变换或正定性判断的问题。

4.3实对称矩阵相关证明的常用策略

 证明不同特征值的特征向量正交：Aα=λα，Aβ=μβ，利用 Aᵀ=A得 (Aα,β)=(α,Aβ)，从而

(λ−μ)(α,β)=0。
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 证明可以正交对角化：先按特征值分解为特征子空间；不同特征子空间彼此正交；每个特征子空间

内选标准正交基；把这些基合并即得整个空间的一组标准正交特征基。

 证明二次型类型：优先把问题转为对称矩阵特征值符号；正交对角化后类型一目了然。

5.一页式策略总结与常见错误

四类题目的统一算法模板

标准正交基：线性无关组→施密特正交化→单位化→用内积检查。

正交变换：选标准正交基→求矩阵 Q→检查 QᵀQ=I →用 det Q、二维旋转块等分类。

正交补/正交分解：取W的基→写正交方程→解齐次方程组得W⊥→用投影公式分解 α。

实对称矩阵：求特征值→求各特征子空间→子空间内部施密特→单位化→ QᵀAQ=D →读出二

次型标准形与类型。

常见错误与纠正

•把“正交”与“标准正交”混为一谈：正交只要求两两内积为 0；标准正交还要求每个向量长度为 1。

•施密特正交化时忘记除以 (βⱼ,βⱼ)：只有 βⱼ 已单位化时才可直接写 (α,βⱼ)βⱼ。

•在任意基下直接用 QᵀQ=I判断正交变换：QᵀQ=I这一简洁判据要求所选基是标准正交基。

•求W⊥ 时只与一个向量正交：必须与W的一组生成元（最好是一组基）都正交。

•把 V=W+W⊥ 当作普通和，不证明交为 0：正交性直接给出W∩W⊥={0}，故这是直和。

•对实对称矩阵求出特征向量后直接拼 Q：同一重特征值下的特征向量未必正交，需要在特征子空间内部施

密特正交化并单位化。

•二次型正交化后只写标准形，不判断类型：应同时读出秩、正负惯性指数，并据特征值符号分类。

最终记忆口令

施密特：减去投影，再单位化。

正交变换：在标准正交基下，矩阵满足 QᵀQ=I。

正交补：把“与子空间所有向量正交”转化为齐次方程组。

正交分解：α=proj_W α+(α−proj_W α)。

实对称矩阵与二次型：实对称矩阵可正交对角化；正交化后，特征值的符号直接决定二次型类型。
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