
高等代数 · 线性变换策略讲义

— 抽象线性变换 → 矩阵化 → 计算与证明 → 回译 —

线性变换一章：计算、证明与应用策略

矩阵表示 · 特征值与特征子空间 · 对角化 · 值域与核 · 哈密顿–凯莱定理

本章统一主线：把“抽象、未知”的线性变换翻译为“具体、已知”的矩阵问题

① 选定线性空间的一组基，求基的像的坐标，求得线性变换在一组基下的矩阵 A。

② 线性变换的运算、特征值、特征向量、核、值域、对角化等问题，分别转化为矩阵运算、矩阵的特征值、特征

向量、相似对角化、矩阵的秩等问题。

③ 在矩阵层面完成计算或证明后，再把坐标向量翻译回原来的抽象向量。

④ 核心思想不是“多记一套线性变换公式”，而是建立稳定的翻译链：T → A → 已学矩阵工具 → T。

一、全章知识结构与“翻译规则”
线性变换 T 的问题 矩阵化翻译 主要工具 回译后的结论

求 T 的矩阵 A 求 T(基向量) 的坐标，作为矩

阵 A 的列

坐标、矩阵乘法 [T(v)] = A[v]

求特征值、特征向量 T(v)=λv ⇔ Ax=λx 特征多项式、齐次方程组 Vλ=ker(T−λI)

判断 T 可对角化 找足够多线性无关特征向量 特征子空间维数、相似 V=⊕Vλ

求 Ker T 与 Im T Ax=0 与 A 的列空间 基础解系、秩、主元列 dim Ker T + dim Im T = dim V

处理 T 的高次幂/逆/多项式 处理 A 的高次幂/逆/多项式 哈密顿–凯莱定理 利用特征多项式降次计算

二、线性变换的矩阵及运算的矩阵：计算策略
设 T:V→V，V 的基为 α=(α₁,…,αₙ )。矩阵 A 的第 j 列，恰好是 T(αⱼ) 在基 α 下的坐标。

[T(α₁)]α [T(α₂)]α ··· [T(αₙ)]α = A，且 [T(v)]α= A[v]α

策略 1：求线性变换矩阵——“逐个作用基向量，坐标按列排”

第 1 步：先取定一组基α₁,…,α。

第 2 步：依次计算 T(α₁),…,T(αₙ )。

第 3 步：把每个 T(αⱼ) 用基 α₁,…,αₙ 线性表示，得到坐标列向量。

第 4 步：将这些坐标列向量按 j=1,…,n 的顺序拼成矩阵 A。

检查：任取 v，若 [v]α=x，应满足 [T(v)]α=Ax。
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策略 2：线性变换运算的矩阵——“先矩阵化，再按矩阵规则运算”

固定一组基，线性变换 T，S 在该基下的矩阵为[T],[S]：则[T+S]=[T]+[S]， [cT]=c[T]。

复合最易出错：若先做 S、再做 T，则 [T∘ S]=[T][S]；矩阵乘法顺序与作用顺序相反。

若 T 可逆，则 [T⁻ ¹]=[T]⁻ ¹；[Tᵏ]=[T]ᵏ；对多项式 p，有 [p(T)]=p([T])。

同一线性变换在不同基下的矩阵彼此相似：若坐标变换矩阵为 P，则 B=P⁻ ¹AP。

例 1：由定义求线性变换的矩阵

在 P[x]3 中取基 B=(1,x,x²)，定义 T(f)=f′+f(0)(1+x)。求 [T]B。

1. 计算基向量的像：T(1)=1+x，T(x)=1，T(x²)=2x。

2. 写成 B 坐标： [T(1)]B=(1,1,0)ᵀ，[T(x)]B=(1,0,0)ᵀ，[T(x²)]B=(0,2,0)ᵀ。

3. 按列排列：A=[T]B=[[1,1,0],[1,0,2],[0,0,0]]。

4. 验证：若 f=a+bx+cx²，则 A(a,b,c)ᵀ=(a+b,a+2c,0)ᵀ，对应 T(f)=(a+b)+(a+2c)x。

结论：线性变换的作用规律已经完全转化为坐标矩阵 A 的乘法规律。

例 2：复合线性变换的矩阵

在 R² 标准基下，S(x,y)=(x+y,y)，T(x,y)=(2x,x−y)。求 T∘ S 的矩阵。

1. [S]=[[1,1],[0,1]]，[T]=[[2,0],[1,−1]]。

2. 因为先做 S 再做 T，所以 [T∘ S]=[T][S]=[[2,2],[1,0]]。

3. 直接检验：T(S(x,y))=T(x+y,y)=(2x+2y,x)，与矩阵结果一致。

结论：复合问题不必重新从抽象定义展开，矩阵化后直接用矩阵乘法即可；但必须牢记乘法顺序。

三、线性变换的特征值、特征向量与特征子空间：计算策略
设 T:V→V，选定基 B 后 A=[T]B。若 v≠0，令 x=[v]B，则

T(v)=λv ⇔ Ax=λx ⇔ (A−λE)x=0

因此，抽象的特征向量问题被转化为矩阵的齐次线性方程组问题。特征子空间 Vλ=ker(T−λE)，在坐标下对应

ker(A−λE)。
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标准计算流程：特征多项式 → 特征值 → 齐次方程组 → 特征子空间

第 1 步：选基得到 A=[T]。

第 2 步：解 det(λE−A)=0，得到全部特征值。

第 3 步：对每个 λ，解 (A−λE)x=0；所有非零解对应 λ 的特征向量。

第 4 步：基础解系给出特征子空间的坐标基；再按所选基把坐标向量翻译回 V 中的向量。

第 5 步：记录 dim Vλ = n−r(A−λE)。它就是 λ 的几何重数，是判断可对角化的关键数据。

重要区分：特征值的代数重数 = 它作为特征多项式根的重数；几何重数 = dimVλ。总有 1≤几何重数≤代数重

数。

例 3：重复特征值下的特征子空间维数

设 T 在某组基下的矩阵 A=[[2,1,0],[0,2,0],[0,0,3]]。求特征值、各特征子空间的维数与基。

1. A 为上三角矩阵，所以其特征多项式=(λ−2)²(λ−3)。特征值为 2（代数重数 2）和 3（代数重数 1）。

2. λ=2：A−2E=[[0,1,0],[0,0,0],[0,0,1]]，故 x₂=x₃=0，x₁ 自由。坐标特征子空间 ker(A−2I)=span{(1,0,0)ᵀ}。

3. 因此 dimV₂=1；若原基为 B=(α₁,α₂,α₃)，则 E₂=span{α₁}，一组基为 {α₁}。

4. λ=3：解 (A−3I)x=0 得 x₁=x₂=0，x₃ 自由，所以 dim V₃=1，V₃=span{α₃}，一组基为 {α₃}。

结论：λ=2 的几何重数 1 小于代数重数 2，这一信息将直接决定 T 不可对角化。

例 4：多项式空间中的特征子空间

在 P₂ 上定义 T(f(x))=f(−x)，取基 B=(1,x,x²)。求特征值、特征子空间的维数与基。

1. T(1)=1，T(x)=−x，T(x²)=x²，所以 [T]B=diag(1,−1,1)。

2. 特征值为 1 和 −1。

3. λ=1 时，V₁={a+cx²}=span{1,x²}，dimV₁=2，一组基为 {1,x²}。

4. λ=−1 时，V-₁={bx}=span{x}，dim V-₁=1，一组基为 {x}。

结论：在抽象空间中，“偶多项式/奇多项式”结构通过对角矩阵一目了然。

四、线性变换可对角化：计算与证明策略
线性变换 T 可对角化，指存在 V 的一组基，使得 T 在这组基下的矩阵为对角矩阵。矩阵化后，问题等价于：A

是否相似于对角矩阵。

T可对角化⇔V有一组由特征向量组成的基⇔∑λ dimVλ= n
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计算判定策略 A：按“代数重数 vs. 几何重数”逐个检查

第 1 步：求特征多项式，列出不同特征值 λ₁,…,λs 及其代数重数 m₁,…,ms。

第 2 步：分别计算 Vλi，得到几何重数 gi=dim Vλi。

第 3 步：若对每个 i 都有 gi=mi，则可对角化；只要有一个 gi<mi，就不可对角化。

第 4 步：若可对角化，将各特征子空间的基合并成 n 个特征向量，作为 P 的列，则 P-1AP=D。

证明策略 B：根据题目条件选“最短路径”

若已知有 n 个互不相同的特征值：直接用“不同特征值的特征向量线性无关”得到特征向量基。

若已知 V=Vλ₁⊕···⊕Vλs：把各特征子空间的基合并，即得特征向量基，因此可对角化。

若要证明不可对角化：寻找某个重复特征值，使 dim Vλ 小于其代数重数；或证明总共找不到 n 个线性无关特征向

量。

若课程已讲最小多项式：T 可对角化 ⇔ 最小多项式在数域上分裂且无重根。

例 5：构造对角化矩阵

设 A=[[1,1,0],[0,2,0],[0,0,3]]。判断对应线性变换是否可对角化，并求一组对角化基。

1. 特征多项式=(λ−1)(λ−2)(λ−3)，有 3 个互不相同的特征值，所以必可对角化。

2. λ=1：特征向量可取 v₁=(1,0,0)ᵀ；λ=2：解得可取 v₂=(1,1,0)ᵀ；λ=3：可取 v₃=(0,0,1)ᵀ。

3. 令 P=(v₁,v₂,v₃)=[[1,1,0],[0,1,0],[0,0,1]]，则 P-1AP=diag(1,2,3)。

4. 若原线性空间的基为 B，则把 v₁,v₂,v₃ 作为 B 坐标翻译回 V，即得到一组由 T 的特征向量组成的对角化基。

结论：对角化的本质不是“把矩阵算成对角”，而是“找到一组特征向量基”。

例 6：用特征子空间维数证明不可对角化

在 P₂ 中定义 T(f)=f+f′。判断 T 是否可对角化。

1. 在 B=(1,x,x²) 下，[T]B=[[1,1,0],[0,1,2],[0,0,1]]。因此特征多项式=(λ−1)³，唯一特征值为 1，代数重数为 3。

2. V₁=ker(T−I)={f:f′=0}=span{1}，所以 dim V₁=1。

3. 几何重数 1 < 代数重数 3，因此不能找到 3 个线性无关的特征向量。

结论：T 不可对角化。证明非常短，因为抽象问题被转化为 秩(A−E) 的问题。
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五、线性变换的值域与核：计算、维数、基与证明策略
设 T:V→W，dim V=n，取基 α=(α₁,…,αₙ )、 A=[T]α。

计算策略：核用“解方程”，值域用“找主元列”

求 Ker T：解 Ax=0，基础解系给出核的一组坐标基；再按定义域基 α 回译为 V 中的向量。

求 Im T：Im T=span{T(α₁),…,T(αₙ )}；在矩阵 A 中求列秩，选原矩阵 A 的主元列，对应的 T(αⱼ) 构成值域的一组

基。

维数：dim Ker T=n−r(A)，dim Im T=r(A)，故 dim Ker T+dim Im T=n。

注意：求值域基时必须取“原矩阵”的主元列，不能把行变换后的阶梯矩阵列直接当作原值域的基。

证明策略：维数公式（秩–零度定理）的两条路径

矩阵路径：坐标同构把 Ker T 与 Ker A、Im T 与 A 的列空间对应起来，再用 n−r(A)+r(A)=n。

空间路径：先取 Ker T 的基 α₁,…,αk，并扩充成 V 的基 α₁,…,αn；证明 T(αk+1),…,T(αn) 正好是 Im T 的一组基，

从而 dim V=dim Ker T+dim Im T。

证明“值域等于某生成空间”时常用：一边由 T(任意向量) 的线性展开得包含关系，另一边注意每个 T(αⱼ) 本身就在

Im T 中。

例 7：导数变换的核与值域

在 P₂ 上取 B=(1,x,x²)，定义 D(f)=f′。求 Ker D、Im D 的维数与基，并验证维数公式。

1. [D]B=[[0,1,0],[0,0,2],[0,0,0]]，秩为 2。

2. 核：解 Ax=0 得 b=c=0，a 自由。因此 Ker D=span{1}，dim Ker D=1。

3. 值域：A 的第 2、3 列为主元列，对应 D(x)=1，D(x²)=2x，所以 Im D=span{1,x}，dim Im D=2。

4. dim Ker D + dim Im D = 1+2=3 = dim P₂。

结论：核描述“被 T 压成 0 的方向”，值域描述“真正能被 T 输出的方向”；两者的维数由矩阵秩统一控制。

例 8：从矩阵同时求核与值域

设 T:R⁴→R³ 在标准基下的矩阵 A=[[1,2,1,0],[0,1,1,1],[1,3,2,1]]。求 Ker T 与 Im T 的基和维数。

1. 第 3 行=第 1 行+第 2 行，且前两行线性无关，所以 r(A)=2。原矩阵第 1、2 列可作为主元列。

2. 因此 Im T=span{(1,0,1)ᵀ,(2,1,3)ᵀ}，dim Im T=2。

3. 解 Ax=0：由 x₁+2x₂+x₃=0，x₂+x₃+x₄=0。令 x₃=s，x₄=t，则 x₂=−s−t，x₁=s+2t。
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4. 故 Ker T=span{(1,−1,1,0)ᵀ,(2,−1,0,1)ᵀ}，dim Ker T=2。

5. 验证：2+2=4=dim R⁴。

结论：同一个矩阵 A 同时编码了“哪些方向被压到 0”和“输出空间中能到达哪些方向”。

六、哈密顿–凯莱定理：理解与应用策略
哈密顿–凯莱定理（Cayley–Hamilton）：若 A 是 n 阶矩阵，特征多项式 f=det(λE−A)，则

f(A)=0。 对线性变换 T同样有 f(T)=0。

理解关键：特征多项式原本是关于标量 λ 的多项式；定理说明把其中的 λ 按多项式运算规则替换为 A 后，得到的是

零矩阵。它不是“看到 det(λI−A)=0 就随意令 λ=A”，而是一个需要定理保证的矩阵恒等式。

应用策略 1：高次幂“降次”

若 f(λ)=λⁿ+cn-1λn-1+···+c0，则 Aⁿ=−cn-1An-1−···−c0E。

从此以后所有 Aᵏ(k≥n) 都可递推化为 E,A,…,An-1 的线性组合。

对于 p(T)，同样可先用 特征多项式对多项式 p 做除法，余式 r 次数 <n，再用 p(T)=r(T) 计算。

应用策略 2：求逆矩阵 / 线性变换的逆

若 det A≠0，则特征多项式的常数项 c0≠0。由 f(A)=0 把含 E 的项移到一边，并提取 A，可写出 A-1 为 E,A,…,An-1

的线性组合。

对可逆线性变换 T，可同样从 f(T)=0 写出 T-1 的多项式表达。

这体现了“线性变换的逆仍可由 T 自身的有限次幂组合出来”。

例 9：用哈密顿–凯莱定理计算高次幂

设 A=[[1,1],[1,0]]。不用反复相乘，求 A⁵。

1.特征多项式 f(λ)=λ²−λ−1。由哈密顿–凯莱定理，A²−A−E=0，即 A²=A+E。

2. 递推：A³=A(A+I)=2A+E；A⁴=3A+2E；A⁵=5A+3E。

3. 因此 A⁵=5[[1,1],[1,0]]+3I=[[8,5],[5,3]]。

结论：二阶矩阵的任意高次幂最终都可降为 aA+bI；这里系数自然出现斐波那契递推。
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例 10：用哈密顿–凯莱定理求逆

设 A=[[2,1],[0,3]]。用哈密顿–凯莱定理表示 A-1。

1. 特征多项式 f(λ)=(λ−2)(λ−3)=λ²−5λ+6。于是 A²−5A+6E=0。

2. 因 det A=6≠0，A 可逆。两边左乘 A-1：A−5E+6A-1=0。

3. 故 A-1¹=(5E−A)/6=[[1/2,−1/6],[0,1/3]]。

4. 若 A 是 T 在某基下的矩阵，则相应地 T-1=(5I−T)/6。

结论：哈密顿–凯莱定理把“求逆”转化为“低次多项式表示”，无需单独做伴随矩阵计算。

七、五类问题的一页式算法模板
问题 固定翻译动作 落地算法

求 [T] 对基向量逐个作用 T(αⱼ) 坐标 → 按列组成 A

求特征值/特征向量 T(v)=λv → Ax=λx det(λE−A)=0；解 (A−λE)x=0；回译坐标

判断可对角化 找特征向量基 算各 Vλ 的维数；∑dim Vλ=n；构造 P-1AP=D

求 Ker T / Im T Ker→Ax=0；Im→列空间 基础解系；原矩阵主元列；用秩读维数

用 C–H 定理 f(T)=0 高次幂降次；求逆；化简 p(T)

八、学生最容易出现的错误与纠正提示
错误 1：矩阵的列排反了。 纠正：第 j 列永远是“第 j 个定义域基向量的像”的陪域坐标。

错误 2：复合顺序写反。 纠正：先 S 后 T，对应 [T∘ S]=[T][S]。

错误 3：求出坐标特征向量后忘记回译。 纠正：在 P₂、矩阵空间等抽象空间中，(1,0,1)ᵀ 只是坐标；真正向量要按基

还原。

错误 4：只看特征值个数就判断可对角化。 纠正：重复特征值时必须算 dim Eλ；核心是能否得到 n 个线性无关特征

向量。

错误 5：把代数重数与几何重数混为一谈。 纠正：代数重数看特征多项式，几何重数是 n- 秩(A−λE) 。

错误 6：用阶梯矩阵的主元列作为 Im T 的原空间基。 纠正：主元位置由行变换确定，但值域基必须回到“原矩阵 A 的

对应列”。

错误 7：把哈密顿–凯莱定理理解成“令 λ=A”。 纠正：f(A)=0 是定理结论；行列式表达式本身不能直接进行这种替

换。
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最终记忆口令：一条主线 + 五个落点

主线：选基 → 坐标化 → 得矩阵 A → 使用已学矩阵知识 → 回到线性变换。

落点 1：T 的作用 = 矩阵乘法 Ax。

落点 2：特征向量 = (A−λE)x=0 的非零解；特征子空间维数 = n−r(A−λE)。

落点 3：可对角化 = 有一组特征向量基 = 各特征子空间维数之和为 n。

落点 4：Ker T = 齐次方程组解空间；Im T = A 的列空间；两者维数之和为 dim V。

落点 5：特征多项式 f 使得 f(T)=0，把高次、求逆、多项式问题降到有限低次幂。


